Нелінійний розвиток економічних систем в рамках моделі Лоренца by Сидоров, Ю.І. & Козик, В.В.
64
Наука та інновації. 2012. Т. 8. № 3. С. 64—72.
© Ю.І. СИДОРОВ, В.В. КОЗИК, 2012
Ю.І. Сидоров, В.В. Козик
Інститут економіки і менеджменту Національного університету «Львівська політехніка», Львів
НЕЛІНІЙНИЙ РОЗВИТОК ЕКОНОМІЧНИХ СИСТЕМ
В РАМКАХ МОДЕЛІ ЛОРЕНЦА
Розглянуто відомі теоретичні публікації, що стосуются моделі Лоренца, яка описує економічні процеси в рамках 
теорії детермінованого хаосу. Експериментально доведено, що в моделях економічних систем незначна зміна по-
чаткових параметрів може викликати зміну результатів на виході в декілька десятків разів, що підтверджує сильно 
нелінійний характер розвитку цих систем. Показано, що за різних співвідношень констант утворюються точкові ат-
рактори, дивний атрактор і атрактор типу «граничний цикл». Це розширює можливості моделі для практичного вико-
ристання як прогнозувального інструменту.
К л ю ч о в і  с л о в а: детермінований хаос, модель Лоренца, розвиток економічних систем.
Незадовільні результати аналітичних про-
гнозувань кризових економічних явищ зму-
шують фахівців звертатися до нетрадиційних 
методів опису динаміки розвитку і передба-
чення, зокрема до методів теорії детермінова-
ного (невипадкового і закономірного) хаосу 
[1–3]. Така спроба датована ще 1988 роком [4], 
хоча ідею застосування цієї теорії в економіч-
них дослідженнях у загальних рисах ще в 70-х 
роках ХХ ст. висунув відомий фізик, біолог і 
еколог Р. Мей  [5]. 
Зазначимо, що теорія хаосу, яка ґрунтується 
на нелінійній динаміці, описує поведінку ди-
намічних систем, які надзвичайно чутливі до 
початкових умов і минулого шляху розвитку 
для кожної системи окремо (path dependencе). 
Цю особливість зазвичай називають «ефектом 
метелика»: випадковий помах крилець мете-
лика в Гонконгу може викликати бурю у Фло-
риді. Теорія є складовою частиною прикладної 
математики і застосовується в комп’ютерних 
науках, інженерії, фізиці, біології, мікробіоло-
гії, філософії, політології, метеорології і, зокре-
ма, в економіці, особливо у фінансовій сфері. 
Доведено, наприклад, що випадкова поведінка 
траєкторії реального обмінного курсу долара 
пов’язана з хаотичною динамікою [6, 7] і може 
бути описана методами цієї дисципліни. 
Однак до сьогодні у багатьох економістів 
традиційної школи нові методи викликають 
сумніви, неприйняття і є предметом дискусій. 
На їх думку, джерело економічних коливань 
потрібно шукати в екзогенних випадкових по-
трясіннях в лінійних економічних системах, 
які без цих збурень на шляху розвитку пови-
нні прямувати до одної єдиної стабільної точ-
ки рівноваги. Сьогодні основну увагу еконо-
місти неокласичної школи приділяють вияв-
ленню закономірностей статичних станів гос-
подарської системи. Оскільки з економічної 
теорії час виключено, то передбачається, що 
всі досягнення неокласики придатні для на-
слідування як інженерні проекти у будь-який 
момент у будь-якому місці без урахування ми-
нулого шляху розвитку [8].
Фахівці з нелінійної динаміки стверджують, 
що навіть без зовнішніх збурень в економіці 
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усе одно проявляються коливання цін або ін-
ших економічних змінних [9–11], тобто еко-
номічні системи розвиваються нелінійно і не-
адекватно відповідають на зміну початкових 
умов внаслідок ендогенних причин.
Однією з таких нелінійних систем, яка спро-
с товує спрощені погляди вітчизняних рефор-
маторів на розвиток економіки, є проста кла-
сична система з трьох звичайних диференцій-
них рівнянь (ЗДР) Е. Лоренца, що застосову-
ється у гідродинаміці [12]. Виявилось, що цією 
системою рівнянь можна описувати не тільки 
виникнення турбулентності, але й інші фізич-
ні хаотичні явища [13]. Довгий час ця система 
використовувалася в чисто теоретичних до-
слідженнях нелінійної динаміки в області фі-
зики, однак сьогодні її намагаються викорис-
товувати  в теоретичних і прикладних еконо-
мічних дослідженнях. Проте зазначимо, що 
потенціал системи Лоренца, як і інших багато-
чисельних інструментів теорії хаосу, в цій об-
ласті ще повністю не використовується [14].
Оскільки система Лоренца серед економіс-
тів мало відома, то висвітлення результатів те-
оретичних досліджень для подальшої розроб-
ки практичної прогнозувальної методики не-
лінійного розвитку української економіки ми 
вважаємо актуальною задачею. Метою нашої 
роботи є аналіз відомих досліджень, що стосу-
ються системи Лоренца з економічного погля-
ду, і експериментальне дослідження деяких 
особливостей системи, відсутніх у літературі. 
Наведемо систему Лоренца у класичному 
вигляді:
                                                           , (1)
де Х, Y, Z – незалежні змінні; a, r, b – дійсні по-
зитивні параметри.
При фізичних дослідженнях виникнення тур-
булентності потоків вважалося, що змінна Х є 
швидкість конвективного обміну: змінні Y і Z – 
це відповідно горизонтальна і вертикальна ва-
ріації температури; три параметри a, r і b пропо-
рційні відповідно числу Прандля, числу Релея 
(r вводить в систему, що розвивається, позитив-
ний зворотний зв’язок) і деякому коефіцієнту, 
який відбиває фізичні властивості області, що 
розглядається.
Система рівнянь Лоренца відноситься до 
задачі взаємодії трьох тіл. Вони взагалі не ін-
тегруються і багаточисельні спроби звести 
системи цих рівнянь  до таких, що інтегрують-
ся, виявилися безрезультатними. Ці спроби 
були припинені Брунсом і Пуанкаре ще напри-
кінці ХІХ ст. Саме тому економіку ще іноді на-
зивають системою, що не інтегрується за Пу-
анкаре.
В економічних дослідженнях змінним і па-
раметрам цих систем рівнянь надавали різно-
го змісту. Зокрема, в роботі [15] система Ло-
ренца представлена як функція розподілу по-
питу і має вигляд:
                                                         , (2)
де Q – попит; F – виробнича функція, що ви-
значається кількістю продукції, виробленої за 
одиницю часу; p – керуючий параметр, який є 
умовною ціною; p≡P/U, де P – ціна, U – ліквід-
ні кошти (ці параметри задаються, а відношен-
ня P/U є відношенням дійсної ціни до наявних 
коштів); pe – купівельна спроможність насе-
лення, тобто pe = rX = rQ; σ ≡ τF / τQ ; δ ≡ τp / τQ – 
відношення часів релаксації (монотонний ре-
жим еволюції реалізується, якщо характерний 
час зміни попиту τQ набагато перевищує відпо-
відні масштаби виробничої функції τF та ціни 
τp, отже, σ, δ << 1).
В системі Олемського та ін. збурюючим па-
раметром є відношення купівельної спромож-
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ності населення до попиту. Він може дорівнюва-
ти нулю (є попит, але купівельна спроможність 
населення дорівнює нулю), бути меншим 1 (є 
попит, але у населення мала купівельна спро-
можність), може дорівнювати 1 (рівновага між 
купівельною спроможністю і попитом), біль-
шим 1 (купівельна спроможність набагато пере-
вищує попит). В останньому випадку виробник 
у процесі «полювання за грошима» для приве-
дення ринку до рівноваги намагається збільши-
ти попит і обсяги виробництва продукції, в тому 
числі інноваційної. Це приводить до підсилення 
економіки в цілому. Якщо ж у подальшому по-
пит на товар впаде, то можна очікувати ката-
строфічного падіння економіки підприємства 
або національної економіки в цілому.
Згідно з В.-Б. Зангом [16] система Лоренца 
має вигляд:
                                                                   . (3)
Параметр а2 визначається як попит на місь-
ку продукцію, що нормується на душу насе-
лення; параметр а3 інтерпретується як рівень 
пропозиції продукції усередині міста. Відтак, 
a2 Y – це загальний попит на міську продукцію, 
а a3 X – загальний потік міської продукції на 
міський ринок. Якщо попит більший за пропо-
зицію, виробництво має тенденцію до розши-
рення, і навпаки. Параметр а1 за суттю є коефі-
цієнтом пропорційності.
Члени другого рівняння задають зміну чи се-
льності міського населення. Величина с2 інтер-
претується як попит на працю з боку фірм для 
виробництва одиниці продукції, відтак с2 Х – 
це загальний попит на працю на міському рин-
ку праці. Параметр с3 визначається як відно-
шення чисельності міських жителів, що оби-
рають працю в місті, до загальної чисельності 
міського населення. Величина с3Y задає за-
гальну величину пропозиції праці на міському 
ринку праці. Член c2 X – c3 Y є надлишок по-
питу на працю в місті і впливає на напрям мі-
грації. Саме цей член і вводить позитивний 
зворотний зв’язок у систему, збурює її і при-
водить в стан детермінованого хаосу. На мігра-
цію впливає також величина земельної ренти, 
оскільки люди обирають для проживання міс-
цевості з низькою ціною на землю (квартир-
ною платою). Член c4XZ враховує цей фактор.
Система Лоренца добре узгоджується з інно-
ваційною математичною системою Й. Шумпе-
тера, що осцілює, яка складається з двох рівнянь 
(годинник Шумпетера). Перероблена система 
Шумпетера відповідно до системи Лоренца в го-
ловних рисах добре описує об’єктивний еконо-
мічний розвиток систем з перехідною економі-
кою, який характеризується особливою нестаці-
онарністю і має високу частку невпевненості [14, 
17]. Система Лоренца при цьому має вигляд
                                             , (4)
де 
N1 – N2
N1 + N2
x = , причому N1 – розширені інвес-
тиції, що перевалюють; N2 – інвестиції для ра-
ціоналізації технологій; а – так званий аль-
тернатор, який визначає економічний клімат; 
за суттю це є «перемикач», який визначає пе-
ревагу інвестора між інвестиціями різних ти-
пів: за позитивних значень а перевага відда-
ється інвестиціям Е-типу (експансійні інвес-
тиції), за від’ємних – інвестиціям R-типу (ра-
ціоналізаційні інвестиції); k – координатор 
(цей параметр описує схильність інвестора уз-
годжувати свою поведінку з поведінкою решти 
інвесторів); A, B, С, a0, a, δ – константи.
Праві частини перших двох рівнянь системи (4) 
і є так звана система годинника Шумпетера.
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Економіст В. Бурлачков (Інститут економіки 
РАН) появу турбулентності в економічних сис-
темах пояснює незбіжність швидкості зак лю-
чен ня оборудок і швидкості погашення зо бо в’я-
зань. Швидкість заключення оборудок забезпе-
чується реалізацією товарів і послуг і її можна 
вважати максимальною швидкістю поширення 
взаємодії в економічній системі [18]. Між цими 
подіями-системами виникає різниця швидкос-
тей, внаслідок чого і утворюються турбулентні 
вихорі. Однак зауважимо, що для пояснення 
причин виникнення турбулентності в еконо-
міч них системах В. Бурлачков пропонує звер-
татись не до системи рівнянь Е.Н. Лоренца, а 
до релятивістських перетворень Г.А. Лоренца.
Незважаючи на певні досягнення в період 
2002–09 років у теоретичному розвитку систе-
ми Лоренца стосовно економічних аспектів, 
прикладів практичного застосування моделей 
(2–4) ми не знайшли.
На рис. 1 наведено одну з проекцій фазового 
портрету дивного атрактора Лоренца, так зва-
ного «метелика Лоренца», одержаного за та-
ких умов: Xmin = –20, Xmax = 20, x0 = 0,1; Ymin = –30, 
Ymax = 30, y0 = 0,1; Zmin = 0, Zmax = 50, z0 = 0,1; a = 
= 10; r = 28; b = 2,67; t = 30 (все в у.о.).
Очевидно, що розвиток системи має автоко-
ливальний, аперіодичний і нелінійний харак-
тер без будь-яких збурень зовні. Зображена на 
рис. 1 неперіодична траєкторія (ліворуч) жод-
ного разу не перетинається: витки «намотують-
ся» один на одного, не наближаючись до стаці-
онарного стану. Траєкторії випадково розхо-
дяться і випадково наближуються одна до од-
ної. Не можна передбачити, які координати 
буде мати точка траєкторії через деякий час, 
можна лише впевнено казати, що вона буде зна-
ходитися в зоні дивного атрактора.
Деякі фахівці в автоколивальному характе-
рі системи Лоренца вбачають аналогію з нелі-
нійною моделлю Гудвіна – моделлю економіки 
закритого типу, що розвивається, без еконо-
мічної активності держави, яку було опубліко-
вано ще в 1950 р. [19]. Модель складається з 
двох диференційних рівнянь:
                                                                          ,    (5)
де (1 + n) – річний темп приросту населення; 
(1 + α) – щорічне збільшення середньої про-
дуктивності праці; δ – частка праці в націо-
нальному доході; υ – показник зайнятості; η – 
капіталоємність національного доходу; ϑˆt = Nˆt – 
– n, де N – чисельність населення; ρ і γ – пози-
тивні константи.
У цій моделі кон’юнктурні цикли виника-
ють внаслідок зміни перерозподілу національ-
ного доходу між працею і капіталом. Система 
(4) утворює специфічну систему ЗДР Лоткі—
Вольтерра в моделі «хижак—жертва» [20] з 
від повідними фазовими портретами і часови-
ми траєкторіями (рис. 2).
З рис. 2 випливає, що модель Гудвіна і сис-
тему Лоренца об’єднує циклічність, однак мо-
дель Гудвіна є занадто «правильною», періо-
Рис. 1. Дивний атрактор Лоренца (ліворуч) і часові тра-
єкторії змінних (праворуч)
Рис. 2. Фазовий портрет (атрактор типу «граничний 
цикл») (ліворуч) і часові траєкторії фаз (праворуч) моде-
лі Гудвіна
δˆt
ϑˆt
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дичною, симетричною, що не відповідає реаль-
ності. Крім того, модель Гудвіна, як і модель 
Лоткі–Вольтерра, є «негрубою», тобто відкли-
кається суттєвими спотвореннями на будь-які 
зовнішні збурення. Отже, при моделюванні 
перевагу потрібно віддавати системі Лоренца.
Циклічність економічних процесів дозволи-
ла навіть провести аналогію з циклічністю 
змінного електричного струму. 
Проведемо тест системи Лоренца на неліній-
ність. Для цього зменшимо і збільшимо вхі дні 
параметри і порівняємо координати точ ки В, до 
якої траєкторії рухаються з точки А. Для нао-
чності час процесу зменшимо до 3 у.о. Результа-
ти наведено на рис. 3 і в таблиці.
Відтак, зміна вхідних параметрів на 1–3 % ви-
кликала зміну вихідних параметрів на 40–80 %, 
тобто в декілька десятків разів (випадково коор-
динати точки В можуть і не змінитися), що свід-
чить про сильну нелінійність системи Лоренца 
(і економічних систем взагалі). Таку неліній-
ність в аналітичних розрахунках методами нео-
класичної економіки врахувати неможливо.
Можна лише уявити, де опинилась би сис-
тема, якщо «умовні реформатори» у поточно-
му моменті самодовільно змінили б вхідні дані 
не на декілька відсотків, а значно більше. З 
Координати точки В
Координати точки В
Х Z
Стандарт 15,8 28,2
Зменшення 
параметрів
–13,3
зміна на 84,4 %
24,7
зміна на 34,8 %
Збільшення 
параметрів
–10
зміна на 63,5 %
40,5
зміна на 12,3 %
Рис. 3. Фазові портрети системи Лоренца за різних вхідних параметрів: А – зменшення значень параметрів: a = 9,8 
(–2 %); r = 27 (–3,6 %); b = 2,6 (–2,6 %); Б — стандарт: a = 10; r = 28; b = 2,67; В — збільшення значень параметрів: a = 
10,2 (+2 %); r = 29 (+3,6 %); b = 2,73 (+ 2,25 %)
Рис. 4. Утворення дивного атрактора Лоренца з різних 
точок фазового простору за умови t = 30 у.о.
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цього приводу вважаємо доцільним навести 
дві цитати. Еконофізик проф. Д. С. Чернав-
ський (ФІАН) зауважує: «Якщо знаходяться 
люди, які говорять: «давайте зруйнуємо усю 
планову систему», – катастрофа неминуча. В 
Японії, наприклад, планова система сьогодні 
превалює над ринковою» [21], а докт. філо-
софії (ІФ РАН) В. Федотова говорить: «за 
такої практики порядок може народитись 
без нас, після нас, зовсім не такий, який ми 
хочемо» [22].
Утворення дивного атрактора може розпо-
чатися з будь-якої початкової точки, що зна-
ходиться у полі фазового простору, але в кін-
цевому результаті можна спостерігати перехід 
траєкторій у простір стандартного дивного 
атрактора (рис. 4). Такий результат не є оче-
видним на початку процесів (наприклад, за t = 
= 1 у.о.) (рис. 5).
Дивний атрактор Лоренца утворюється за 
умови суворо визначених початкових кон-
стант: a = 10; r = 28; b = 8/3, однак в реальності 
константи можуть бути іншими, при цьому 
утворюються різні фазові портрети. Зокрема, 
якщо  r < ~ 24, то траєкторії прямують до точ-
кових атракторів і системи швидко приходить 
до стану рівноваги через стійкі фокуси (рис. 
6). Якщо ж r >> 28, то за суттю дивний атрак-
тор вироджується в атрактор типу «граничний 
цикл» з регулярною циклічністю (рис. 7).
Зазначені особливості розширюють можли-
вості системи Лоренца для опису динаміки 
економічних процесів. Алгоритм застосуван-
ня системи Лоренца для прогнозування еко-
номічного розвитку може бути таким:
1. Початкові координати реальних станів сис-
теми фіксують в точках А і В, які відповідають 
t = 0 і, наприклад, проміжкам t = 0,1 (точок 
може бути більше), і наносять їх хоча б на дві 
фазові площини (рис. 8).
2. Підбиранням коефіцієнтів a, r і b знахо-
дять траєкторію, яка б точно з’єднувала точки 
А і В (у прикладі a = 10, r = 10, b = 2,67).
3. Знаходять координати точок C, D, E, F – 
прогноз через певні проміжки часу.
Рис. 5. Утворення дивного атрактора Лоренца з різних 
точок фазового простору за умови t = 1 у.о.
Рис. 6. Фазові портрети системи Лоренца, які одержано 
за умов: А – a = 10; r = 2; b = 2,67; Б – a = 15; r = 5; b = 2; В —
a = 1; r = 0; b = 1
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Крім того, навіть коли на базі моделі Лорен-
ца буде створена методика для практичного 
використання, ми одержимо прогнозувальний 
інструмент, який лише констатуватиме можли-
вий розвиток подій за умови невтручання дер-
жави в економічні процеси. Однак будь-яке 
грубе планування або, навпаки, самоусування 
державних органів від регулювання може при-
вести, як показано, до негативних наслідків. 
Водночас треба пам’ятати, що, незважаючи на 
схожість економічної і біологічної еволюцій за 
Дарвіним, економічна еволюція може розви-
ватись і регулюватись свідомо за Ламарком 
[23]. При цьому керівнику будь-якого рангу 
необхідно знати основні принципи синерге-
Рис. 8. Фазові площини для прогнозування економічного розвитку в системі Лоренца
Рис. 7. Фазовий портрет системи Лоренца за умов: a = 10; r = 600; b = 2,67
Відтак, методами динаміки детермінованого 
хаосу, зокрема системою Лоренца, можна адек-
ватніше описати реальні економічні процеси, 
що не регулюються і відбуваються самодовіль-
но в ринкових середовищах. Проте навіть за 
зовнішнім видом траєкторій, які показано на 
представлених рисунках, можна переконатись 
у складності розробки прогнозувальних мето-
дик для практичного використання, тим біль-
ше при представленні їх у вигляді комп’ютерних 
програм. Складність полягає і в інтерпретації 
змінних і параметрів, що входять до моделі Ло-
ренца, для опису розвитку національної еко-
номіки взагалі, а також вибору правильного 
масштабу, в тому числі часового.
X X
X
Y
Z
ZY
t
А
А
А
Y X X
Z ZY
В
В
В
C
C
C
F
F
F
D
D
D
E
E
E
71ISSN 1815-2066. Наука та інновації. T. 8, № 3, 2012
Наукові основи інноваційної діяльності
тичного управління і попадати в резонанс, 
коли система компетентна до інновацій, гото-
ва прийняти їх, тобто необхідне вичікування. 
Такі принципи сформульовані і опубліковані 
в [24]. Керування  означає переведення систе-
ми з одного стану в інший, з одної траєкторії 
атрактора на іншу. При цьому вимагається за-
стосовувати не метод безумовного підкорення 
адміністрації, а метод врахування компонентів 
системи (співробітників, служб) так, щоб вони 
еволюціонували в потрібному темпі і в потріб-
ний бік за своїм бажанням. Все це накладає ще 
більші труднощі математичного обґрунтуван-
ня симуляційної моделі розвитку національ-
ної економіки на базі моделі Лоренца.
Зазначимо, що на сьогодні не існує точного 
математичного апарату застосування теорії де-
термінованого хаосу для економічних дослі-
джень, однак дослідники вважають, що це дій-
сно найперспективніший напрям математики з 
погляду прикладних економічних досліджень.
На підставі вищесказаного можна зробити 
такі висновки:
1. Система Лоренца є одним з інструментів 
для опису процесів, що відбуваються в режимі 
динамічного детермінованого хаосу. До таких 
процесів відноситься і некерований розвиток 
нестаціонарних економічних систем в ринко-
вих умовах. 
2. Незважаючи на широке теоретичне визна-
ння системи, практичного застосування в еко-
номічних дослідженнях цей аналітичний інст-
ру мент ще не набув, що обумовлено методоло-
гічною складністю розробки практичних реко-
мендацій застосування системи Лоренца навіть 
на експертному рівні. Однак систему Лоренца 
потрібно вважати перспективною базою для 
розробки методики, яку в подальшому можна 
використовувати як дорадчий інструмент для 
осіб, що приймають стратегічні рішення щодо 
розвитку національної економіки.
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Ю.И. Сидоров, В.В. Козик 
НЕЛИНЕЙНОЕ РАЗВИТИЕ ЭКОНОМИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМЫ В РАМКАХ МОДЕЛИ ЛОРЕНЦА
Рассмотрены известные теоретические публикации, 
касающиеся модели Лоренца, описывающей экономи-
ческие процессы в рамках теории детерминированного 
хаоса. Экспериментально установлено, что в экономи-
ческих системах незначительное изменение начальных 
параметров может вызывать изменение результатов на 
выходе в несколько десятков раз, что подтверждает силь-
но нелинейный характер развития этих систем. Показа-
но, что при разных соотношениях констант рассматрива-
емой модели образуются точечные аттракторы, стран-
ный аттрактор и аттрактор типа «предельный цикл». Это 
расширяет возможности модели для практического ис-
пользования в качестве прогностического инструмента.
Ключевые слова: детерминированный хаос, модель 
Лоренца, развитие экономической системы.
Yu.I. Sidorov, V.V. Kozik 
NONLINEAR DEVELOPMENT
OF ECONOMIC SYSTEM WITHIN THE
FRAMEWORK OF THE LORENTS MODEL 
The known theoretical publications concerning the mod-
el of Lorenz, which describes economic processes in frame-
work of the  determined chaos theory, had considered. It is 
experimentally established, that in economic systems a mi-
nor alteration of initial parameters can cause change of the 
outlet results in several tens times that confirms strongly 
nonlinear character of these systems development. It is 
shown, that different types of attractors, such as the dot at-
tractors, strange attractor and attractor of a «limiting cycle» 
type, are formed  at different parities of constants of the 
model under consideration . It expands possibilities of model 
for practical use in quality of the prognostic tool.
Key words: determined chaos, model of Lorenz, de ve-
lop ment of the economic system.
Стаття надійшла до редакції 01.06.11
